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Parte 1

Imaginar poliedros, conceber as suas planifica-
¢Oes e construi-los é uma actividade capaz de

exercitar e desenvolver, por exemplo:

e a capacidade de visualizagdo,
e o interesse pela geometria e

e 0 gosto de experimentar.

Neste documento ensaia-se uma maneira de abor-
dar esta actividade [1, 2]. Assume-se que se
aprende a conceber planificagdes por um proces-
so de tentativa e erro. Imagina-se uma hipotese
de planificacdo, verifica-se se permite montar o
poliedro pretendido e volta-se ao principio. Nado
ha uma receita para determinar a boa planificagdo
automaticamente. Cada poliedro pode ser plani-
ficado de muitas maneiras. A maneira que se aca-
ba por escolher é a que melhor satisfaz os critérios
pessoais da estética e da funcionalidade.

Comecgamos por uma pirdmide quadrangular,
logo a seguir uma dupla piramide pentagonal
e terminamos esta primeira parte com mais al-
guns exemplos de poliedros convexos, imaginan-
do cortes e colagens.

Teoria

Comecemos por uma pirdmide de base quadrada
(ver figura 1). Se os lados da base tiverem com-
primento [ e se a pirdAmide tiver altura h entdo o
comprimento das arestas que se unem no vértice

superior é

1
_ /i 2
T = 2l-i-h.

Munidos dos comprimentos de todas as arestas
ja podemos desenhar a planificagdo da piramide
(ver figura 2). Agora recorta-se, dobra-se pelas
arestas e usam-se as abas para colar. Aqui sur-
ge um problema: a ultima das faces a colar corta
0 acesso ao interior do poliedro e dificulta o pres-
sionar da cola. Isto leva a utilizagdo de cartoli-
na muito fina por forma a tornar as dobras mais
elasticas e exigirem menos pressdo. Porém isto
também torna o poliedro muito facil de amachu-
car. E possivel montar poliedros bastante rigidos
aplicando a seguinte metodologia:

1. Em vez de abas desenhe as faces a que as
abas colariam (ver figura 3).

2. Depois de vincar as arestas, coloque as faces
alternadamente no lado exterior e no interi-
or.

3. Use fita-cola para fixar a cartolina.

As planificagdes devem ser pensadas tendo em
conta esta metodologia. Mesmo para melhorar a
precisdo dimensional deve reduzir-se o ntimero
médio de faces sobrepostas (ver figura 4). De
maneira geral é boa politica que as planificagdes
possuam simetria central, que as faces com maior
numero de lados fiquem ao centro e que as faces
encaixem como uma “dentadura”. Por exemplo,
uma dupla pirdmide de base pentagonal (ver fi-
gura 5) poderia ser planificada tal como se mostra
na figura 6 ou entdo como na 7.
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Notacao

As linhas usadas no desenho das planifica¢des
devem ser interpretadas de acordo com o esque-
ma da figura 8. Por outro lado, na figura 9
sdo descritos os tipos de faces usados. Todas
as planificagdes sdo combinag¢des deste conjunto
de faces. Note-se ainda que s6 se consideram
planificagdes de um tinico pedago de cartolina.

Préatica

Vejamos agora um cubo. Uma planificacdo
possivel é a que se apresenta na figura 10. Quan-
do se deforma o cubo a planificagdo ressente-se
(ver figura 11). A deformagdo aplicada consiste
em afastar dois vértices que se encontrem sobre
uma linha recta que contenha o centro do cubo.

Exercicio 1 a) Suponha que corta o cubo unitdrio da
figura 12 por um plano que contém A, B e C. Retire a
parte que contém D e esquega-a. Qual é a distincia de
E ao plano ABC? b) Cole um tetraedro de lados V22
superficie de corte. Corte o que resta do cubo segun-
do os planos que contém as faces expostas do tetraedro.
Nestas condigdes a linha EF é cortada a que distdncia
de F? ¢) Desenhe a respectiva planificagdo.

Introduzamos agora uma pequena modificagdo
no poliedro da figura 11: vamos substituir duas
faces por quadrados. Em principio as duas faces
a substituir ndo terdo arestas em comum (ver fi-
gura 13). Agora se a substitui¢do por quadrados
tiver lugar em faces com uma aresta em comum
somos forcados a dobrar losangos (ver figura 14).

Exercicio 2 a) Verifique que os poliedros das figuras
11 e 13 tém o mesmo volume. b) Construa um poliedro
que se possa obter cortando ao meio qualquer dos dois.
¢) Planifique os dois poliedros andlogos aos das figuras
10 e 11 mas cujas faces sdo do tipo (g) na figura 9.

Definicoes

Concerteza reparou que ao recortar o poliedro da
figura 14 a tesoura ndo atinge o vértice indicado.
Isto quer dizer que se poupou uma aba. A dobra-
gem ficou mais dificil mas a rigidez do poliedro
foi aumentada. Os vértices a que a tesoura néo
chega serdo, daqui em diante, denominados por
vértices planos. Planos no sentido em que a car-
tolina cobre 27 rad a sua volta. Estes vértices sdo
necessariamente extremos de uma ou mais ares-
tas concavas. Varios tipos de vértices podem ser
definidos com base no dngulo © coberto pela car-

tolina a volta dos mesmos.
Ny
=3,
i=1

em que Ny é o nimero de faces do poliedro que
partilham um vértice e §; é o dngulo no canto da
face i que contém esse vértice.

Vértice plano: © = 27 rad.
Vértice ndo-plano: O # 27 rad.
Vértice hiper-plano: © > 27 rad.

Descartes definiu o “4ngulo de defeito” § = 27 —
©. A soma de todos os “angulos de defeito” de
um poliedro é sempre 47. A demonstragdo envol-
ve o teorema de Euler (V+F = A+2emqueV é
o numero de vértices, F' é o niimero de faces e A
é o nimero de arestas) mas ndo serd apresentada

aqui [3].

Continuagao da Pratica

Regressemos ao cubo que foi cortado de acordo
com o exercicio 1a). Una, pela face triangular, dois
iguais a esse (ver figura 15).

E agora regressemos ao inicio: a pirdmide da
figura 1. Se se unirem duas pela base obtemos
um octaedro. Os octaedros e 0s cubos sdo polie-
dros duais. Tém o mesmo ntimero de arestas mas
trocam os vértices por faces e vice-versa. Imagi-
ne o seguinte: pega num octaedro e corta os seis
vértices a uma certa distdncia do centro sempre
perpendicularmente aos eixos de simetria. Sdo ei-
xo0s de simetria as trés linhas rectas que contém o
centro e um par de vértices. Imagine que comega
por cortar muito pouco e que vai diminuindo gra-
dualmente a distancia ao centro. A certa altura
as faces triangulares equildteras do octaedro ori-
ginal transfomaram-se em hexdgonos. Trata-se
de um octaedro truncado, também conhecido por
poliedro de Kelvin [4]. N&o é possivel obter uma
planificagdo de acordo com o método descrito na
Teoria porque sobra muito pouco espago para as
abas. Se fizer o mesmo com um tetraedro obtem
espago a justa (ver figura 16). Mas continuemos a
cortar. Quando os hexdgonos se tiverem reduzido
a tridngulos terd nas maos um cuboctaedro (ver fi-
gura 17). Continuemos, finalmente chegamos ao
cubo.

Voltemos a olhar para o octaedro. Quando co-
locado em cima da mesa vé-se uma faixa horizon-
tal de triangulos (ver figura 18) alternadamente
virados para cima e para baixo. A base pode ter
qualquer forma. Quadrada por exemplo. Cole-
mos a nossa pirdmide de partida a uma destas ba-
ses quadradas (ver figura 19). Mas repare: em vez
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de colar a pirdmide pode escavar uma pirdmide e
a planificagdo é a mesma (ver figura 20).

Pegando num octaedro ou num cubo e cor-
tando as arestas até as faces originais desaparece-
rem obtem-se o poliedro da figura 21 e 22. Trata-
se do dodecaedro rombico. E possivel preencher
completamente o espago encaixando dodecaedros
rombicos uns nos outros. Os centros de mas-
sa dos dodecaedros rdmbicos nessa situagdo for-
mam uma rede ctibica de faces centradas que cor-
responde ao méximo empacotamento de esferas
[5]. E de notar que os vértices de um cuboctaedro
também formam uma rede ctibica de faces centra-
das.

Exercicio 3 a) Considerando a analogia com o polie-
dro da figura 21 determine o dngulo (diedro) entre as
faces sombreadas do poliedro cuja planificacdo se en-
contra na figura 23. b) Preencha o espago apenas com
cuboctaedros.

Parte 11

Nesta segunda parte serdo apresentadas plani-
ficagdes de poliedros com elevada fracgdo de
vértices planos, de um poliedro com o ntimero
minimo de vértices ndo-planos, de um poliedro
toroidal, de um poliedro pontualmente flexivel,
de um poliedro flexivel e de dois sélidos com
arestas curvas. E de relembrar que sdo vértices
planos os do interior da planificagao.

Como vimos no exemplo da figura 15 da par-
te I, em que ha trés vértices planos, a existéncia
de concavidades pode facilitar bastante o desenho
das planificagdes. Da figura 24 a 34, sao varios os
exemplos de poliedros cujas planificagdes possu-
em vértices planos.

Exercicio 4 a) Desenhe uma planificagdo andloga i da

figura 27 mas com quadrados. b) Desenhe planificagoes
andlogas as das figuras 29 ou 30 mas colando tetra-
edros as faces de um tetraedro ou colando pirdmides
quadradas as faces de um cubo. c) Quantos tetraedros
pode colar a um cuboctaedro (se quiser planificd-lo)?
d) Desenhe a planificagdo do poliedro que se obtem co-
lando pirdmides em todas as faces de um prisma pen-
tagonal. e) Construa um poliedro andlogo ao da figura
28 que tenha 3/20 de vértices ndo-planos. f) Quan-
tos poliedros diferentes é que se podem construir com a
planificacio 34?

Toro

Nesta seccdo serd apresentado um processo
para imaginar um poliedro toroidal e a sua

planificagdo.
possivel:

Este processo pressupde que é

e Obter concavidades acentuadas usando
apenas tridngulos equildteros (ver figura
35).

e Planificar vértices hiper-planos. Sao vér-
tices hiper-planos aqueles cuja soma dos
angulos medidos sobre as faces a sua volta
é superior a 2w rad (ver figura 36).

e Construir um poliedro toroidal com a
mesma simetria que o disfendide cuja
planificagdo se encontra na figura 37.

A primeira parte do processo consiste em ori-
entar um hexaedro (dois tetraedros colados) se-
gundo a descri¢ao da figura 38. A segunda parte
consiste em unir quatro hexaedros, todos orienta-
dos de maneira andloga. A terceira parte consiste
em adicionar vértices em localiza¢des bem deter-
minadas. Considere os vértices indicados na figu-
ra 38. Transforme C em C’ por reflexdo no plano
ABD. Obtem-se

Tz\/4

Se aproximar esta distancia por v/3 — 1 nao come-
terd um erro significativo e ndo precisard de régua
para a medir pois a altura de dois tridngulos
equilateros de lados unitarios é V3 (ver figura 39).

B 242
147 — 200/15

O erro que comete é da ordem de um e meio
por cento. Os erros resultantes da espessura da
cartolina e da montagem dos poliedros também
sdo desta ordem e também nido sio, de maneira
geral, significativos. No entanto hé dois casos em
que estes erros seriam inaceitaveis:

o Comparando a superficie especifica de poli-
edros capazes de preencher o espago [6].

e Tentando detectar flexibilidade. Este caso
serd estudado mais a fundo na secgdo se-
guinte.

Flexiveis

O poliedro da figura 40 podera parecer flexivel
mas nem sequer é um poliedro. As faces s6 pa-
recem encaixar umas nas outras porque a cartoli-
na se deforma ligeiramente. As arestas tém com-
primentos mal calculados. Um célculo, feito com
base na figura 41, indica que se deveria ter r ~
0.94414 em vez de r = 1. Por outro lado, a figu-
ra 42 indica que o poliedro é apenas pontualmen-
te flexivel [7]. Considera-se flexivel todo o polie-
dro cujos dngulos interfaciais podem variar sem
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alteragdes da forma das faces. Foi demonstra-
do que estes poliedros tém volume constante [8],
possuem arestas concavas [9] e sdo flexiveis numa
gama de angulos interfaciais [10]. Um exemplo
devido a Klaus Steffen da Universidade de Dus-
seldorf é o da figura 43.

Exercicio 5 a) Verifique se é possivel construir um
poliedro toroidal cujas faces sejam todas tridngulos
equildteros. b) Verifique se é possivel construir um po-
liedro flexivel apenas com as faces da figura 9 da parte
L

Arestas Curvas

Estudos de David Huffman [11] mostram que
solidos geométricos construidos a partir de folhas
de papel podem possuir arestas curvas. Estas sdo
mais dificeis de desenhar e vincar do que as rec-
tas, no entanto, permitem a construgao de solidos
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Figura 4 Planificacdo proposta para a

pirdmide da figura 1.
Figura1 Pirdmide de base quadrada e faces

laterais triangulares equiléteras.

Figura 5 Dupla pirdmide de base pentagonal

e faces laterais triangulares equilateras.
Figura 2 Planificagdo tipica da pirdmide da

figura 1.
Figura 3 Planificagdo modificada da Figura 6 Planificacdo possivel do poliedro da
piramide da figura 1. figura 5. Veja também a figura 8.
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Figura 7 Planificacdo proposta para o
poliedro da figura 5.

Normal

Recorte

Codncava

Opcional

Distancia
Figura 8 Tipos de linhas usados nos
desenhos de planificagdes. As linhas
“Normal” e “Concava” indicam as posigdes
dos vincos, dobras ou arestas. Se fizer vincos
convexos sobre as linhas “Normais” entao
devera fazer vincos concavos sobre as linhas
“Concavas” e vice-versa. A cartolina devera
ser recortada segundo as linhas de “Recorte”.
Se pretender desenhar as planificagdes com
régua e compasso respeite as “Distancias”
indicadas.
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Figura 9 Tipos de faces usados nos desenhos
das planificagdes. (a) Tridngulo equilatero. (b)
Tridngulo is6sceles rectangulo. (c) Tridngulo
escaleno rectangulo. (d), (i), (j) e (k)
Tridngulos isésceles. (e) Quadrado. (f), (g) e
(h) Losangos. (1) Trapézio. (m) Pentagono
irregular. (n) Hexdgono. As distancias ndo
indicadas sdo unitarias. O menor angulo de

(©) e () é /6.

X

Figura 10 Planificagdo proposta para o cubo.
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Figura 11 Planificagdo de um cubo Figura 14 Planificagdo de um poliedro com

deformado em que as faces sao losangos . um vértice plano. O vértice plano esta
indicado por um pequeno circulo. Ver no
texto a defini¢do de vértice plano.

>

Figura 15 Planificagdo do poliedro que se
obtem unindo pela face triangular dois cubos
Figura 12 Cubo para exercicio. cortados de acordo com o exercicio 1a). Este
poliedro possui trés vértices planos.

Figura 13 Planificagao de um cubo

deformado em que quatro das faces sdo Figura 16 Planifica¢do de um tetraedro a que
losangos. foram cortados os vértices.
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Figura 17 Planificagdo de um cuboctaedro
(representado na figura 21).

Figura 20 Um dos poliedros que se podem
construir com a planificagdo da figura 19.

Figura 18 Planificagdo de um octaedro.

Figura 21 Dodecaedro rombico inserido
Figura 19 Planificagdo que permite construir numa rede ctibica de faces centradas e o
dois poliedros diferentes. correspondente cuboctaedro.
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Figura 22 Planificagdo do dodecaedro Figura 25 Este poliedro tem metade dos
rombico que se encontra na figura 21. vértices planos e constitui uma das formas
dos cristais de espinela (MgAl,Oy).

s

Figura 26 Adicionar arestas a um prisma
quadrangular, fazendo cortes, pode
simplificar a planificagao.

Figura 24 Quatro prismas triangulares

iguais. Um ao centro na vertical e os outros a Figura 27 Unir dois tridngulos equildteros
volta na horizontal. pelas bordas.

Figura 23 Planificagdo de um poliedro que se
obtem cortando o da figura 21.
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Figura 28 Um par de vértices define uma
recta que é completamente exterior ao
volume do poliedro.

Figura 29 Colar a cada face de um octaedro
uma pirdmide de lados isésceles rectdngulos.

AT T
AT

Figura 30 Colar pirdmides pentagonais as
faces de um dodecaedro. As linhas de

espessura “normal” ndo foram representadas.

Figura 31 Colar quatro tetraedros a um
icosaedro por forma que os tetraedros nao
contactem entre si. 1/4 de vértices
néo-planos.

Figura 32 Apenas trés vértices nao-planos.
1/5 de vértices ndo-planos. Dobragens muito
dificeis. Trés é o nimero minimo de vértices
néo-planos que um poliedro pode ter pois,
dado que o “angulo de defeito total” é 4w rad,
se se tivesse um poliedro com apenas dois
vértices ndo-planos, cada um teria um
“angulo de defeito” de 27 rad, ou seja, ndo
existiria.

AVAN
AV

SO

Figura 33 1/6 de vértices ndo-planos.
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Figura 34 Apenas 3/19 de vértices Figura 37 Disfenéide.
ndo-planos. Poliedro de 72 faces baseado no
cubo.

Figura 35 Depois de construido este poliedro

experimente forcar a aproximagao dos dois

vértices de menor ©. Verifique o que acontece Figura 38 Arestas: EF e GH pertencem ao

aos vértices planos durante esse processo. plano zz; BC pertence ao plano yz; CF e CH
pertencem a planos verticais que fazem um
angulo diedro de T rad com yz. Angulos: 6
(entre EB e o plano zy).

Figura 36 Os dois vértices hiper-planos deste Figura 39 Planificagio de um poliedro
poliedro possuem © = 3 rad. toroidal.
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Figura 40 Planificagdo com arestas mal Figura 43 Planificagdo de um dos mais
calculadas. simples poliedros flexiveis conhecidos. Este
poliedro s6 tem quatro tipos de faces, todas
triangulares, nenhuma das quais se encontra
na figura 9 da parte I. Os comprimentos das
arestas em unidades arbitrdrias para cada
face sdo: (12,12,17),(10,10,11), (12,12,11) e
(5,10,12).

Figura 41 Esquema descritivo das varidveis
usadas no célculo dos comprimentos das
arestas do poliedro cuja planificagdo se
encontra na figura 40. Aqui estd representada
uma das doze partes iguais que constituem o
referido poliedro. As partes ndo encaixam
perfeitamente se a distdncia entre o ponto A e
a linha que é vértice do angulo a ndo for igual
a Adist. O plano BDF é vertical e ndo contém
nenhuma das faces do poliedro da figura 40.

Figura 44 Planificagdo dum sélido com
arestas curvas baseado no poliedro da figura

32.

0. 04

0.03

0.02

0.01

003 0.35 0.4 0. 45 0.5

Figura 42 Erro relativo de Adist em fungdo Figura 45 Planificagdo dum sélido com uma
de 6. aresta curva baseado no tetraedro.
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